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Adi diferensial tanliklarin maxsusi hallinin varhg:

Xulasa

Mogalada téromays nazaran hall olunmus va téramays noazaran hall olunmamis diferensial ton-
likarin moxsusi hollinin varligi, verilmis intervalda hallin yegansliyi vo davamlilig1 arasdirilmigdir.
Toromaya nozaran holl olunmamis diferensial tonliyin hollinin varligi vo yeganoliyi teoreminin is-
bat1 bu magalods geyri-askar funksiyanin varligi haqqinda teoremdan istifads edorak forqli yanasma
ilo verilmigdir. Diferensial tonliyin lokal hollinin varligi vo yegansliyinin aras-dirilmasi ilo yanasi
global hallinin varlig1 va verilmis intervalda bu holli intervalin sarhaddindon konarda davamliligi da
todqiq olunmusdur.

Gostorilmisdir ki, verilmis oblastinda davam edilmayan hall yalniz miioyyan intervalda toyin
oluna bilor ki, bu da hallin varliginin maksimal intervalidir.

Acar sozlar: hallin davamiiig, hallin varligi va yeganaliyi, Lipsits sarti, yeganalik noqtasi, max-
susi hall, diskriminant ayrilori

Sima Pashayeva

Military Institute named after H. Aliyev
Candidate of Physical and Mathematical Sciences
sima.pasayeva@gmail.com

Saltanat Veysova

Military Institute named after H. Aliyev
Candidate of Physical and Mathematical Sciences
seltenet.veysova63@gmail.com

Existence of Special Solutions to Ordinary Differential Equations

Abstract

The existence of singular solutions, the uniqueness and continuability of a solution on a given
interval of a differential equation, resolved and unresolved with respect to the derivative investigate
in this article. The proof of the existence and uniqueness of a solution to an unresolved differential
equation with respect to the derivative is given with a different approach—using the existence
theorem of implicit function. In addition to researched the existence and uniqueness of a local
solution to a differential equation, the existence of a global solution and the continuability of this
solution beyond the boundary of the segment were also studied.

It is shown that a non-continuable solution in a given region can be determined only on a certain
interval, which is the maximum interval of existence of the solution.

Keywords: continuability of the solution, existence and uniqueness of the solution, Lipschitz
condition, singular point, particular solution, discriminant curves
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Giris

Diferensial tonliklor nozariyyasinds hallin yeganoliyi ciddi bir anlayisdir. Bu anlayisa gora gos-
tormak olar ki, verilmis ndqtadon yalniz bir inteqral ayrisi kegir, lakin sonradan hall “budaqlanaraq”
davam edir. Buradan belo bir sual meydana ¢ixir. Elo bir hall varmi ki, mévcud sortlor daxilinda
yeganaliyi tasdiq etsin? Yoani tonliyin hollini oblastin hansi sarhaddina godor davam etdirmak olar
ki, bu hall yeganoaliyini saxlaya bilsin? Biitiin bu suallarin cavabini hollin varligi vo yeganaliyi
teoremi verir ki, bu teoremin toribatina y’'= f (X, y) tonliyinin sag toroafindoki f(x,y) funksiyasina
qoyulmus sartlordon asili olaraq miixtalif yanasma torzi vardir (Egorov, 2005).

Moagalada téramaya nazaran hall olunmus va téramaya noazaran hall olunmamis diferensial ton-
liklarin moxsusi hollinin varlhigi, verilmis intervalda hallin yegansliyi vo davamliligi aragdirilmisdir.

Masalanin qoyulusu va tadqiqati

I. Téromoya nazaran hall olunmus birinci tartib diferensial tonliklor tigiin Kosi masalasinin hal-

linin varhig1 vo yeganoliyi arasdirilarkon forz edilir ki, integral ayrilor ailosindan biri (X0 : yo) noqto-
sindon kegir vo

y'=f(xy) (1)
tonliyinin
y(X) = Yo ()

baslangic sortini 0doyir. Burada bir sual meydana ¢ixir. Hondasi olaraq verilmis noqtadan yalniz
bir integral oyrisimi kegir vo yaxud elo bir tonlik varmi ki, onun (X,, Y,) nogtesindon bir deyil, bir
necos integral ayrisi kegsin? Bu suala cavab vermak (i¢lin avvalca verilmis tanliyin bir ne¢a hallinin

olmas1 mosalosini arasdiraq.

Hollin varligi vo yeganaliyi teoreminin diizgiin tortibati (ifadasi) yeganoalik ndgtasi anlayis1 hag-
qinda ciddi biliklora osaslanir (Ipatova, Pirkova, Sedov, 2012). (XO, yo) nogtasinin  y = @(x)
hallinin yeganalik ndqtasi olmasi bu ndqtadan kegan ayri ilo onun har hansi bir yaxin atrafinda iist-
Usto diismayan digar hallin olmamasi ilo izah olunur. Digar néqtalor iso yeganalik ndqtalori deyildir.
Verilmis tonliyin hoalli olub (XO, yo) yeganoalik ndqtesinin heg bir yaxin otrafinda digor hall ilo Ust-
Usto diismoyan hollin grafikinin kecdiyi ndgts geyri-yeganalik ndqtesidir. Bu sartlori 6doyan holl
tonliyin moxsusi halldir ki, ayrilor ailasine daxil deyil. Oyrilar ailosine daxil olmayan hall maxsusi
olmaya da bilor.

Kosi masalasinin hallin varligi vo yeganaliyi teoremi bu suallara tam olaraq cavab verir ki, bu
da iki hissadon ibaratdir. Birinci hissada hollin varhigi, ikinci hissado isa yeganaliyini oks etdirir.
Burada f(x,y) funksiyasi tigiin miixtalif farziyyalor irali surtlir va teoremin isbatinda avvalca bu

funksiya ctin elo bir imumi sortlordon istifado olunur Ki, bunlar hom hollin varhgi, ham do
yeganaliyi ti¢iin daha giiclii sortlordir (Astashova, 2012).
Teorem 1 (hallin varhgr va yeganaliyi haqqinda). Forz edoak ki, (1) tonliyinin sag torafindoki

ikidoyisonli f(x,y) funksiyasi; 1) morkozi (XO, yo) ndgtasinds olan
=1 (x y); [x=x|<a,|y-y| <b}
diizbucaqlisinda toyin olunmusdur vo Kasilmozdir. 2) f(x,y) funksiyasi y-o Lipsits sortini
odoyir. Onda (1), (2) mesalosinin (X, , Y,) noqtesinin U, (x,)=(X, —h, X, +h) otrafinda holli var vo
bu hall yeganadir. Burada h=min (a, % ), M =(ma;xn| f(x, y)| yani Il diizbucaqlis1 qapalidir,
X,y)e

verilmis funksiya bu buzbucaqlida kasilmazdir vo 6ziniin maksimum giymatini alir.
Umumiyyatle, C* sinifino daxil olan funksiyalar Lipsits sortini édoyir. Yoni 3L >0 Lipsits

sabiti var ki, V(x,y,), (xy,)ell dgin | f(xy,)-f(xy,)|<Lly,—Y,| sorti 6donirss, onda

151



ELMI i$ Beynolxalq Elmi Jurnal. 2024 / Cild: 18 Say:: 12 / 150-155 ISSN: 2663-4619
SCIENTIFIC WORK International Scientific Journal. 2024 / Volume: 18 Issue: 12 / 150-155 e-1SSN: 2708-986X

fe Lipy(H). Lakin bu sort funksiyanin kasilmazliyi va diferensiallanmasi sartlorine nozaran do zoif

sortdir.
Belaliklo, hallin varligi vo yeganaliyinin (XO, yo) noqtesinin yalniz hor hansi bir otrafinda

mumkinliytine baxilir. Bu (XO, yo) nogtasinin elo bir otrafidir ki, onu (X0 —-a, X, +a) intervalinin

sarhoddino godor bdylitmok olar. Fakt ondan ibarstdir ki, ya tonliyin hallini 11 diizbucaglismin
sorhaddina goador davam etdirmok olar vo ya qapali (X0 —h, X, +h) intervalinda onun varhigi vo

yeganaliyini isbat etmok olar (Vlasenko, 2000, pp. 937-948). Hollin var oldugu II diizbucaqlisinin
sorhaddi boyiik ola bilar, lakin teorem lokal xarakter dasidigindan o, hallin varligi vo yegansliyinin
yalniz baslangic ndqtenin yaxin otrafinda oldugunu gostara bilir. Demali, teorem hallin varlhigi va
yeganaliyi li¢iin yalniz kafi sorti xarakterizo edir. Ona goro do mosalonin bu formada qoyulusunda
bir cox niianslari qeyd etmok olar.

1. Hollin varlig1 vo yeganaliyi haqqmnda teorem lokal xarakter dasiywr. Yoni teorem tonliyin
hollinin varligi vo yeganaliyino yalniz baslangic noqtonin yaxin otrafinda zomanast vers bilir
(Rutkas, 2003, pp. 125-139).

2. Teorem hollin varlig1 vo yeganoliyi li¢lin yalniz kafi gorti xarakterizo edo bilir.

3. Hoallin varhig1 tigiin teoremin yalniz 1) sartinin 6danilmasi kifaystdir. ©goar 1) sorti 6donmirss,
onda Kosi masalasinin halli olmaya bilar.

4. Ogor f(xy) funksiyasi1 y-o nozaran C' sinifins daxildirso (funksiya y-o nozaran kasilmoz vo
diferensiallanandir) va bu funksiyanin téramasi mohduddursa, onda 2) sarti 6danir.
Lagranj teoremino asasan, hollin varhigr vo yeganaliyi G¢tin mohdudluq fakt1 kifayatdir ki,
kafilik sorti 6donsin. Onda WV(x,y, ), (X, y,) Uglin Lagranj teoremino asason,

[ 003)= (v )= £ (6 y )y = o < mex| 7 (v, )|, = v

yazmagq olar. Burada mex|f’(x,y,)|=L Lipsits sabitidir. f (x,y) funksiyasmn C* sinifino daxil
I1

olmasi faktindan Laqgranj teoremina asason onun Lipsits sortini 6domosi alinir.

Hollin varhig1 vo yegansliyi haqqinda teorem lokal xarakter dasidigindan onun global hallinin
varligindan danismaq olmaz. Qlobal hallinin varligini hallin davamlilig1 haqqinda teorem vasitasilo
isbat etmok olar. Osas fakt ondan ibaratdir Ki, hallin varlig1 va yegansliyi ti¢iin yalniz kafi sorto
zomanot vermok olar. Tonliyin sag torofindoki f(x,y) funksiyasmm C* sinifino daxil olmas: biitiin

adoad oxunda onu hallinin olmasma zomanat vermir (Elsholts, 1991).
I1. Hallin varhig1 va yeganaliyi teoremini téromoya nazaran hoall olunmamis

F(x.y,y)=0 (3)
tonliyi ti¢lin formalasdiraq. Bu tonlik ti¢iin Kosi masalosine baxaq. Yani (3) tanliyinin
X.)=
{yf 0)=Yo @
y (Xo) =Y

sortlorini 6doyan halli tapag.
Teorem 2. Tutaq Ki,

F ECl(D) ,DcR®, (%) Yo, Y1) €D va F(Xo' Yo yl) =0, Fy'(XO’ Yo Y1) # 0.
sortlori 6danir. Onda X, ndgtosinin [XO -h, x, +h] otrafinda (3), (4) masalosinin y = y(x) halli
var va bu holl yeganadir.
Teoremin sortine asason, agor F.(X,, Yy, ¥;) # 0 sorti lokal olarag hollin varligi vo yeganeliyino
zomanot verirss, onda moxsusi holl bu sort pozuldugda alnir. Demoli, F, (X, Y, Y,) #0 sorti

0donmozss, onda (xO : yo) nogtasi hallin yegansliyin pozuldugu xottin Uzarinds yerlosir.

T6ramaya noazaran hall olunmamis tonliklor Ugun yegansliyin pozuldugu noqts elo bir ndgtadir
ki, bu noqgtadan heg olmasa iki integral ayrisi kegir va onun heg bir otrafinda bir-birino toxunmurlar
(Matveyev, 2010). Bu oyrilorin bir-biri ilo toxunmamasi (4) sortlori ilo mioyyan olunur. Burada
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artiq moxsusi hallor ailosini qurmaq ¢tn diskriminant oyrilorini muoyysn etmok lazimdir.
Diskriminat ayrilori

{F(x, y,y)=0
Fr(xy,y)=0

sistemindon muayyan olunan oayrilordir. Yani bu sistemi y’ nozaran holl edarok diskriminant
ayrilorini tapmag olar. Bu sistemin bttin hallori moxsusi hall deyildir. F.(x,y,y)=0 oldugda

yeganalik sordi pozulur, bu iss o demikdir ki, téromanin sifira barabor oldugu néqtalorda hallin
varlig1 va yeganoliyi teoreminin sartlori ddanilmir (Bufetov, Goncharuk, Ilyashenko, 2019). Lakin
hollin varligi vo yeganaliyi teoremi yalniz kafi sort oldugundan bu ndqtolords yeganslik sordi
pozulmaya da bilor. F, (X, Yo, Y;) # 0 sorti 6dondikda (X, Yy, ¥;) nogtesinin hor hansi bir otrafinda
yeganalik sortinin pozulmamasina zomanat verilo bilir. Demoli, diskriminant ayrilori bu moxsusi
hollorin tapilmasina imkan yaradir. Diskriminant oyrilori arasinda iso moxsusi vo digor hallori
tapilir.

Mixtalif adabiyyatlarda téromoya nazaran holl olunmamis diferensial tanliyin hallinin varligi va
yeganaliyi teoreminin mixtslif isbat metodlar1 vardir (Petrovskiy, 2009). Bu moagalods teoremin
isbat1 geyri-askar funksiyanin varligi haqqinda teoremdan istifads olunaraq verilmisdir.

Teorem 2-nin isbati: Qeyri-askar funksiyanmn varligi haqqmnda teoremo osason (X, Y, Y)
nogtasinin U (X,, Yy, Y;) otrafi vo bu otrafda elo yegans f(x,y) funksiyasi var ki, V(X,,Y,,0) €U
tglin  F(x,y, f(x,y))=0 sorti ddonsin. Burada f(x,y) funksiyasi ikiolgiili oblastda toyin
olunmusdur, onun qiymotlori R oblastina aiddir vo ikidlgiilii oblasti odod oxuna cevirir.
Yy, = f(X,,Y,) funksiyasi verilmis néqtonin U (X,, Y,, ;) atrafinda yeganadir, X,y doyisoninin tayin
olundugu oblastda f eC'vo U(X,,Y,,Y,) otrafinda o= f(X,y)funksiyasindan basqa elo o
funksiyast yoxdur ki, F(x, y,0)=0 boraborliyi denilsin. Belalikls, mosalonin sorti daxilindo

{y’ = f (_x y) )
y(%) = Yo

kimi standart Kosi masalasi alinir ki, bu da tabuu olaraq avvalds qoyulmus Y'(X,) =Y, sorti ilo

uzlagir. Hollin varhigi vo yeganaliyi teoremino oasason elo [Xo—h,X0+h] parcast var ki, (5)
mosalasinin holli var, yeganadir vo qeyri-askar funksiyanin varligi haqqinda teoremo osason
Y'(X) =Y, sortini ddayir (Pontryagin, 1986)

Teorem 2 isbat olundu. Teoremin isbatindan gériiniir ki, téramaya nazaran holl olunmus vo hall
olunmamis diferensial tonliyin hollinin yalniz lokal varligi va yeganaliyi miiayyan oluna bilir
(Eqorov, 2005). Bu halda Kosi mosalasinin global hallinin varligi hagqqinda no demak olar?
Verilmis intervalda yegana lokal halli bu intervalin sarhaddindan konarda no godor davam etdirmok
olar?

Bir cox todqiqatgilar torafindon gostorilmisdir ki, agor (1) tonliyinin sag torofi D oblastinda
toyin olunmusdursa vo kosilmozdirse, onda bu tenliyin qapali vo ya yarimacgiq intervalda ixtiyari

halli saga vo sola davam edilo bilondir. Lakin tonliyin saga vo sola davam eds bilmoyan holli do
vardir (Blandin, 2013).

Tutaqg ki, (1)-(2) Kosi mosalosinin holli olan (p(x) funksiyasi D oblastinin (a, ,B)intervahnda
toyin olunmusdur vo bu funksiyanin qgrafiki hor hansi bir D, © D mohdud oblastinda yerlosir vo
Xe(a, ,B) dcln m< f(x, y)g M borabarsizliyi ddenir. Gostorak ki, (o(X)davam edilmayon halli
tcln xﬂr/ralfo @(X) limiti vardir (Pantryaqin, 1986).

f(x, y) funksiyas1t mohdud D oblastinda kasilmazdir, asagidan vo yuxaridan mohdudur, yoni
G oblastindan gétiiriilmiis 3m, M odadlori var ki, m< f(X, y)g M borabarsiliyi 6donsin. Kosi
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mosalosinin hallinin varligi vo yeganoliyi teoremino asason interval olaraq uzunlugu (x,,Y,)e D
ndqtosinin  segilmosindon asili olan [x,—h,x,+h] Peano pargast gétiiriilmiisdiir, burada

h=min [a, %j, M = max f(x, y)| . R ilo diizbucaqli oblast isaro olunmusdur:

(x,y)eR
R:{(x, y): [x=x|<a, |y-y|<bRc D}
a vo bodadlori elo secilmisdir ki, qapali R diizbucaqlist D oblastina daxil olsun. D oblastinda
‘v’(XO, yo)eG noqtasi gotirok. Hallin varligi vo yeganoliyi hagqinda lokal teoremino asason 3h,
adodi var ki, (x,—hy,%,+h,) intervalinda Kosi mosalosinin halli var va bu holl yeganadir

r—\/(2)7 gotiirak, burada 1, = p((X), ¥,),0D), M =max|f(x,y)|. Sonra x noqtosini el
M +1 G

gotlirok ki, X, <X, <X,+h, Odonsin. Bu halda hsllin varlig1 vo yeganoliyi haqqindaki lokal

teoremo osason ()(1 —h,x + hl) intervalinda Kosi masaloesinin X; ndqtaesindon kegon halli var vo bu
hall yeganadir (Astashova, Nikishin, 2010). Burada

m=ﬁ, r, = pl(%, (%)), 2D)

va bels ki, hor iki hall imumi bir toyin oblastina malikdir. Yenidon gétiiriilmiis X, =X +6h,
0< <1 ndqtasinden kegan vo [X, —h,, X, +h, | intervalinda tayin olunan halli var, belo ki,

h, = ﬁ r, = p((%, 9(x,)) D)

Belolikloa,
rk
JMZ+1 e :P((Xk’¢(xk))'aD)

oldugda x,., =x, + h, noqtaler ardicillig1 qurulur. D oblast:1 mohdud oldugundan x, ndqtaleri

h =

do mohduddur, monoton artir vo demali, kIim X, = /. Bu halda Kosi mosolosinin helli hor bir
—0

[X(, X.1] parasinda va elocs do onlarm U[x,, X, ,,]=[%,,b) birlosmesinds davam edilo bilondir

(Belyayev, 2009)- f(x, y) mohdud funksiya oldugundan vo |y’|:|f(x, y)|, onda go(x) Lipsits

sortini 6dayir, belo ki, L =Dmax|y’| = f(x, y)=M Lipsits omsalidir. Beloliklo, ¢(X, +h,) ardicilligma
D

yigilanliq haqqinda Kosi kriteriyasini tatbiq edok lim ¢(x)=¢". Onda (p(X) funksiyast [xo,b]
X— -0

parcasinda kesilmozdir va p, ((x,,2(x.))— p*((5, (p(ﬂ))l Buradan k — oo oldugda
Xy =X +h+h,+---+h > p
olarsa onda Z h, siras1 yigilandir vo demali, r, — coolarsa, h, — 0,k — o0, Ogar forz etsok ki,
p*noqtesi D oblastmin sorhoddino daxil deyilss, yoni p* ¢ Dolarsa, onda Ve >0Uugln
p(p*,GD)> 2¢ 6donir. Lakin p* = liinw p, oldugundan, 3N >0,vn>Np, U, (p"). Bu iso
mosalonin sortine ziddir (Petrovskiy, 2009)-
Molum teoremo osason ogor f(x, y) funksiyas1 D oblastinda Kosi masolosinin sartlorini

odoyirsa, ¢(x) funksiyas1 iso [x,, pB) araligmda toyin olunmusdursa vo (,8, B)eD noqtasindo
é|irp_O ¢o(x) =B limilti varsa, onda ¢(x) halli sag torofa davam edilon holldir. ¢(X) halli D oblastmin

[XO, ,B] parcasinda toyin olunmusdursa, onda bu holl saga vo sola davam edilondir (Elsholts, 1991).
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Buradan alinir ki, D oblastinda davam edilmayan hall yalniz miioyyon (a, ) )intervalda toyin oluna
bilor ki, bu da hallin varligmin maksimal intervalidir. Bu halda ¢(x) halli X —>a vo x— f

oldugda D oblastinin sarhaddine yaxilasir, yani (X, (p(x)) noqtasi D-ya daxil olan ixtiyari D,qapali
mohdud oblastini tork edir. Dogrudan da x — # oldugda (x,(x)) noqtesi ilo D oblastmin oD
sorhoddi arasindaki mosafs sifira yaxmlasir. Yoni dist((x,@(x)), 6D)=0.

Natica

Toromays nozoron holl olunmamis tonliklor Ugun yegansliyin pozuldugu ndqtodon kegan
inteagral ayrilorinin bu néqgtonin heg bir strafinda bir-biri ilo toxunmamasi moxsusi hallar ailasini
qurmag tg¢tn diskriminant ayrilorini mioyyan etmays zomin yaradir. Diferensial tonliklorin moxsusi
hollinin varligi, diskriminant ayrilori vasitasilo moxsusi vo digar hallorin tapilmasi, téromonin sifira
borabar oldugu noqtalords hollin varligi vo yeganoaliyi teoreminin sortlorinin pozulmasi faktinin
izah1 miixtolif nozori isbat metodlarma oasaslanir. Birinci tortib diferensial tonliyin hallinin lokal
varligr vo yeganaliyi mloyyan olunmagqla yanasi bu yegano hollinin oblastin yalniz sorhaddine
godar davamliligina vo ya maksimal intervalda hallinin davam edilmayan olmasima dslalst edir.
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